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Fungsi dan Operasi pada Fungsi

Dalam matematika, yang dimaksud dengan fungsi adalah
aturan yang memetakan setiap objek x di suatu
himpunan D (daerah asal) ke sebuah objek tunggal y
di himpunan E (daerah hasil). Fungsi biasanya dilambangkan
dengan huruf kecil seperti f atau g. Lambang

f : D → E.

berarti f adalah fungsi dari D ke E. Fungsi yang akan
dibahas di sini adalah fungsi dengan daerah asal D є R
dan daerah hasil E є R, yang sering dinyatakan dalam
bentuk persamaan seperti y = x2 atau

f(x) = x2, x є R.



Contoh 1. Fungsi f(x) = x2 memetakan setiap
bilangan real x ke kuadratnya, yakni x2. Daerah
asalnya adalah R dan daerah hasilnya adalah
[0,∞).

Contoh 2. Fungsi g(x) = 1/x memetakan setiap
bilangan real x ≠ 0 ke kebalikannya, yakni 1/x.
Daerah asalnya sama dengan daerah hasilnya, 
yaitu {x є R | x ≠ 0 }.

Grafik fungsi f adalah grafik persamaan y = f(x) 
pada sistem koordinat Cartesius atau bidang-xy. 
Sebagai contoh, grafik fungsi f(x) = x2 adalah
parabola yang telah digambar sebelumnya.



Sementara itu, grafik fungsi g(x) = 1/x berbentuk
hiperbola dengan sumbu simetri garis y = x dan y = -
x.



Seperti halnya pada bilangan, kita definisikan
operasi penjumlahan, pengurangan, perkalian, dan
pembagian pada fungsi, sebagai berikut:

(f + g)(x) = f(x) + g(x)
(f – g)(x) = f(x) – g(x)
(f.g)(x) = f(x).g(x)
(f/g)(x) = f(x)/g(x)

asalkan bentuk di ruas kanan terdefinisi. Sebagai
contoh, jika f(x) = x2 dan g(x) = 1/x, 
maka f + g adalah fungsi yang memetakan x ke x2

+ 1/x, yakni :
(f + g)(x) = x2 + 1/x.



Daerah asal f + g adalah irisan dari daerah
asal f dan daerah asal g, yakni {x є R | x ≠
0 }.

Selain keempat operasi tadi, kita dapat pula 
mendefinisikan pangkat p dari fungsi f, 
yakni

f p(x) = [f(x)]p,

asalkan bentuk di ruas kanan terdefinisi.
Diberikan dua fungsi f dan g, kita dapat pula 
melakukan operasi komposisi, yang 
dilambangkan dengan g ° f. Di sini :

(g ° f )(x) = g(f(x)).



Untuk memahami fungsi komposisi g ° f, 
bayangkan x pertama kali dipetakan ke f(x) oleh f, 
kemudian dipetakan lagi ke g(f(x)) oleh g.

x → f(x) → g(f(x))

Daerah asal g ° f adalah { x є D(f ) | f(x) є D(g) }, 
dengan D(f ) dan D(g) menyatakan daerah asal f 
dan g berturut-turut.

Contoh 1. Diketahui f(x) = √x dan g(x) = x2. 
Maka

(g ° f )(x) = g(f(x)) = g(√x) = (√x)2 = x. 
Daerah asalnya sama dengan daerah asal f, yakni
[0,∞).



Contoh 2. Diketahui f(x) = √x dan g(x) = 1/x. Maka
(g ° f )(x) = g(f(x)) = g(√x) = 1/√x. 

Daerah asalnya adalah
{ x є D(f ) | f(x) ≠ 0 } = (0,∞).

Catatan. Operasi komposisi tidak bersifat komutatif,
yakni, secara umum, g ° f ≠ f ° g.

Latihan. Untuk kedua contoh di atas, tentukan f ° g
(dengan cermat) dan simpulkan apakah f ° g = g ° f .

Catatan. Dua fungsi sama jika dan hanya jika
keduanya mempunyai aturan atau rumus yang sama
DAN daerah asalnya sama.



Beberapa Fungsi Khusus
Fungsi konstan: f(x) = k, k konstanta.
Fungsi identitas: f(x) = x.
Fungsi linear: f(x) = ax + b, a dan b konstanta.
Fungsi kuadrat: f(x) = ax2 + bx + c, a,b,c konstan.
Fungsi polinom: f(x) = anxn + … + a1x + a0, 

dengan n bilangan bulat positif.
Fungsi rasional: f(x) = p(x)/q(x), dengan p dan q
fungsi polinom.
Fungsi nilai mutlak : f(x) = | x |.
Fungsi aljabar, spt. : f(x) = √x.

g(x) = x1/3 + 1.



Grafik fungsi f(x) = x

Grafik fungsi f(x) = | x |



Selain fungsi-fungsi tadi, kita juga mempelajari
fungsi trigonometri, yakni f(x) =

cos x, sin x, tan x, atau cot x.

Nilai cos x dan sin x sama dengan panjang alas dan
tinggi segitiga siku-siku dengan panjang sisi miring 
1 dan sudut antara alas dan sisi miringnya x 
(radian).
Sementara itu,

tan x = sin x/cos x,
cot x = cos x/sin x.

Ingat kembali berbagai kesamaan trigonometri, 
seperti

cos2x + sin2 x = 1



Limit
Fungsi f(x) = (x2 – 1)/(x – 1) terdefinisi untuk x di
sekitar 1 tetapi tidak di x = 1. 
Pertanyaannya sekarang adalah: berapa nilai f(x) 
untuk x di sekitar 1?

Persisnya: jika x mendekati 1, maka f(x) akan
mendekati bilangan apa? 
(Catat di sini bahwa ungkapan x mendekati 1 tidak
mengharuskan x = 1.)

Untuk menjawab pertanyaan di atas, perhatikan
tabel nilai f(x) pada halaman berikut. Tampak jelas
bahwa f(x) mendekati 2 ketika x mendekati 1.



Tabel nilai f(x) = (x2 – 1)/(x – 1) untuk x ≈ 1

Catat bahwa f(x) = x + 1
untuk x ≈ 1. (Lambang

x ≈ 1 berarti x di sekitar 1.)



Tampak jelas bahwa f(x) mendekati 2 ketika x 
mendekati 1. Dalam hal ini kita tuliskan

(baca: limit f(x) di 1 sama dengan 2). Secara intuitif, 

berarti: Jika x mendekati c, maka f(x) mendekati L.

Secara persis, lambang limit di atas berarti bahwa
untuk setiap ε > 0 terdapat bilangan δ > 0 
sedemikian sehingga jika 0 < | x – c | < δ, maka | 
f(x) – L | < ε.
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Kalimat terakhir berarti bahwa nilai f(x) dapat
dibuat sebarang dekat ke L asalkan x cukup dekat
ke c.

Pada contoh di atas, diberikan ε > 0 sebarang kita
dapat memilih δ = ε, sedemikian sehingga:

jika 0 < | x – 1 | < δ, maka | f(x) – 2 | =
|(x + 1) – 2 | = | x – 1 | < δ = ε.

Dengan perkataan lain, nilai f(x) dapat dibuat
berada dalam radius ε dari 2 asalkan x ≠ 1 dan
berada dalam radius δ dari 1. (Di sini, secara
kebetulan saja, nilai δ yang memenuhi sifat di atas
sama dengan ε.)



Untuk menguji pemahaman akan kalimat “untuk
setiap ε > 0 terdapat bilangan δ > 0 sedemikian
sehingga

jika 0 < | x – c | < δ, maka | f(x) – L | < ε”,
periksalah BENAR atau SALAH pernyataan berikut:

1. Jika 0 < | x – 1 | < ½, maka | 2x – 2 | < 1.
2. Jika 0 < | x – 1 | < ½, maka | 2x – 2 | < ½.
3. Terdapat δ > 0 sedemikian sehingga jika 0 < | x –
1 | < δ, maka | 2x – 2 | < ½.

4. Terdapat δ > 0 sedemikian sehingga jika 0 < | x –
1 | < δ, maka | 2x – 2 | < ¼.

5. Untuk setiap ε > 0 terdapat δ > 0 sedemikian shg
jika 0 < | x – 1 | < δ, maka | 2x – 2 | < ε.



Contoh 1. Tentukan limit f(x) = 3x di 1 
secara
intuitif dan buktikan secara persis.

JawabJawab. Secara intuitif, jika x mendekati 1, 
maka f(x) akan mendekati 3. Secara persis, 
diberikan ε > 0 sebarang, kita harus memilih
suatu δ > 0 sedemikian sehingga jika 0 < | x 
– 1 | < δ, maka | f(x) – 3 | < ε.
Perhatikan bahwa jika 0 < | x – 1 | < δ, 
maka

|f(x) – 3| = |3x – 3| = 3|x – 1| < 3δ. 

Jadi, kita dapat memilih δ = ε/3, sehingga
ketaksamaan terakhir menjadi |f(x) – 3|< ε.



Latihan
1.Tentukan limit f(x) = 2x + 3 di 5 secara
intuitif dan buktikan secara persis.

2. Tentukan limit g(x) = √x di 0 secara
intuitif dan buktikan secara persis.

3. Tunjukkan secara persis bahwa

Limit Sepihak

Jika x mendekati c dari kiri mengakibatkan
f(x) mendekati L, maka kita tuliskan

(baca: limit kiri f(x) di c sama dengan L).
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Limit fungsi di suatu titik ada jika dan hanya jika
limit kiri dan limit kanannya ada dan sama. Limit
fungsi di titik tertentu tidak ada bila

(a) limit kiri dan limit kanan ada, tetapi berbeda,   
atau
(b) limit kiri atau limit kanan tidak ada.

Limit (kiri/kanan) f(x) di c tidak ada mungkin
karena f(x) tak terbatas di sekitar c atau karena
nilai f(x) berosilasi di sekitar c. 

Sebagai contoh, limit f(x) = 1/x di 0 tidak ada
karena f(x) tak terbatas di sekitar 0 (lihat grafiknya
pd h. 16). Sementara itu, limit g(x) = sin 1/x di 0 
tidak ada karena g(x) berosilasi di sekitar 0



TeoremaTeorema DasarDasar LimitLimit

(di sini lim berarti limit di c)

1. lim k = k.

2. lim x = c.

3. lim k.f(x) = k.lim f(x).

4. lim [f(x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x).

5. lim [f(x).g(x)] = lim f(x) . lim g(x).
6. lim [f(x)/g(x)] = lim f(x) / lim g(x), 
asalkan lim g(x) ≠ 0.

7. lim [f(x)]n = [lim f(x)]n, n є N.

8. , asalkan lim f(x) > 0 
bila n genap.

nn xfxf )(lim)(lim =



Contoh 2. Di c, lim x2 = [lim x]2 = c2, berdasarkan
Teorema Dasar Limit ke-5 atau ke-7. Juga, lim √x 
=√lim x = √c, berdasarkan Teorema Dasar Limit 
ke-8.
Sekarang, lim (x2 + √x) = c2 + √c, berdasarkan
hasil di atas dan Teorema Dasar Limit ke-4.

Contoh 3. Di c, lim (x + 1) = c + 1 dan lim (x2 + 
1) = c2 + 1. Dengan Teorema Dasar Limit ke-6, 
kita peroleh lim (x+1)/(x2+1) = (c+1)/(c2+1).

Latihan. Dengan menggunakan Teorema Dasar
Limit, tentukan (a) lim (px2 + qx + r) dan (b) lim
[1/(1+x2)] di c.



Teorema Substitusi. Jika f fungsi
polinom atau fungsi rasional, maka lim
f(x) = f(c) asalkan f(c)terdefinisi.

Teorema Apit. Jika f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) 
untuk x ≈ c dan lim f(x) = lim h(x) = 
L, maka lim g(x) = L.



Contoh 4. Diketahui 1 – x2/6 ≤ (sin x)/x ≤ 1 
untuk x ≈ 0. Di 0, lim (1 – x2/6 ) = 1= lim 1. 
Menurut Teorema Apit, kita peroleh lim (sin 
x)/x = 1.

Latihan. Dengan menggunakan Teorema
Apit, hitung lim x.sin(1/x) di 0.

Kekontinuan
Fungsi f dikatakan kontinu di c apabila limit 
f(x) di c sama dengan nilai f(c).

Contoh 5. Fungsi polinom kontinu di setiap
c є R.



Demikian pula fungsi rasional kontinu di
setiap titik dalam daerah asalnya.

Contoh 6. Fungsi nilai mutlak f(x) = | x | 
kontinu di setiap c є R. Fungsi akar
kuadrat g(x) = √x kontinu di setiap c ≥
0.

Teorema. 
1. Jika f dan g kontinu di c, maka k.f, f + g, 
f – g, f.g, f/g, f n, dan √f kontinu di c.

2. Jika f kontinu di c dan g kontinu di f(c), 
maka g ° f kontinu di c.

3. Jika lim f(x) = L dan g kontinu di L, maka
lim g ° f (x) = g(L).



Contoh 7. Fungsi h(x) = | x2 + 1| kontinu di
setiap c є R karena h = g ° f dengan f(x) = x2 + 1 
kontinu dan g(x) = | x | juga kontinu di setiap c є
R.

Contoh 8. Diketahui f(x) = (x2 – 1)/(x – 1), x ≠ 1. 
Jika kita ingin memperluas f sedemikian sehingga f 
kontinu di 1, berapakah nilai yang harus kita
definisikan di 1?
Jawab. Karena limit f(x) di 1 sama dengan 2, 
maka kita harus mendefinisikan f(1) = 2 sehingga f 
kontinu di 1.

Latihan. Dapatkah g(x) = 1/x diperluas sehingga g 
kontinu di 0?



TeoremaTeorema NilaiNilai AntaraAntara
Fungsi f dikatakan kontinu pada selang [a,b] 
apabila f kontinu di setiap c є (a,b), kontinu
kanan di a [yakni, limit kanan f di a sama
dengan f(a)], dan kontinu kiri di b [yakni, 
limit kiri f di b sama dengan f(b)].

Secara intuitif, grafik fungsi f tidak terputus
pada [a,b] (dapat digambar tanpa pernah
mengangkat ujung pena dari kertas).

Sebagai contoh, f(x) = x3 – x2 + 1 kontinu
pada sebarang selang di R.



Teorema Nilai Antara. Jika f kontinu pada
[a,b] dan f(a) dan f(b) berbeda tanda
(yakni, yang satu positif dan yang lainnya
negatif), maka terdapat c є (a,b) 
sedemikian sehingga f(c) = 0.

Contoh 9. Fungsi f(x) = x3 – x2 + 1 
kontinu pada [-1,2], f(-1) = -1 dan f(2) = 5. 
Menurut Teorema Nilai Antara, terdapat c є
(-1,2) sedemikian sehingga f(c) = c3 – c2 + 
1 = 0 [yakni, f mempunyai akar di (-1,2)]
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